
Ñåìåñòð III

Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðîòîêîëû

35 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå â êðèïòîãðàôèè

35.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü K � ïîëå è charK 6= 2, 3. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ K̄ ïîëÿ K: K̄ �

ðàñøèðåíèå K, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå êîðíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) ∈ K[x].

Ïðèìåð 35.1. R̄ = C (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). �

Îïðåäåëåíèå 35.1. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì K çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

E : y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ K, 4a3 + 27b2 6= 0.

Ðåøåíèÿ (x, y) ∈ K̄ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ àôôèííûìè òî÷êàìè êðèâîé. Ââîäèòñÿ åùå îäíà òî÷êà,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç O. �

Çàìå÷àíèå 35.1. Óðàâíåíèå E � ýòî, òàê íàçûâàåìàÿ, êîðîòêàÿ ôîðìà Âåéåðøòðàññà. Îáùàÿ ôîðìà óðàâ-

íåíèÿ, ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ïîëåé ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè:

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6.

Çàìå÷àíèå 35.2. Êðèâûå Ôðåÿ � ýòî êðèâûå íàä Q ñëåäóþùåãî âèäà:

E : y2 = x(x− an)(x+ bn).

Åñëè (a, b, c) � òðîéêà Ôåðìà äëÿ ïîêàçàòåëÿ n, ò.å. an+ bn = cn, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ Ôðåÿ îáëàäàåò

îñîáåííîñòüþ � îíà íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé. Ýòîò ôàêò ïîçâîëèë â êîíöå êîíöîâ äîêàçàòü ïîñëåäíþþ

òåîðåìó Ôåðìà. �

Îïðåäåëåíèå 35.2. Åñëè P = (x, y) � àôôèííàÿ òî÷êà E è x, y ∈ L, ãäå L � íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå K, òî

P íàçûâàåòñÿ L-ðàöèîíàëüíîé, E(L) � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê ñ äîáàâëåíèåì O. Âìåñòî E(K̄) ïèøåì

ïðîñòî E. �
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Ðèñ. 5: Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ y2 = x3−5x+3 íàä R (íàðèñîâàíà â Mathematica êîìàíäîé ImplicitPlot[y^2=

=x^3-5x+3,{x,-5,4}])

Ïðèìåð 35.2. Ïóñòü E : y2 = x3 + 4x+ 1 � êðèâàÿ íàä F7. Òîãäà E(F7) = {O, (0, 1), (0, 6), (4, 2), (4, 5)}. �
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ImplicitPlot[y^2 == x^3 - 5 x + 3,{x,-5,4}]
ImplicitPlot[y^2 == x^3 - 5 x + 3,{x,-5,4}]


Çàìå÷àíèå 35.3. Òî÷êà O ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé òî÷íî òàêæå, êàê ê êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè ïðèñîåäèíÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà è òåì ñàìûì îáðàçóåòñÿ ðèìàíîâà ñôåðà. Ïîÿñíèì, êàê

ïðîèñõîäèò ïðèñîåäèíåíèå O.

Çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé:

F (x, y) = y2 − x3 − ax− b = 0.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = X/Z, y = Y/Z è óìíîæåíèÿ íà Z3 ïåðåéäåì ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

F ∗(X,Y, Z) = Y 2Z −X3 − aXZ2 − bZ3 = 0.

Ïóñòü (X,Y, Z) 6= (0, 0, 0) � êîðåíü F ∗. Òîãäà êîðíÿìè F ∗ ÿâëÿþòñÿ è âñå òî÷êè ïðÿìîé

{(λX, λY, λZ) : λ ∈ K}.

Äàííàÿ ïðÿìàÿ ñ÷èòàåòñÿ òî÷êîé (!) ñïåöèàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû � òàê íàçûâàåìîé ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè P 2
K .

Òî÷êå {(λX, λY, λZ)}, ó êîòîðîé Z 6= 0, ñîîòâåòñòâóåò àôôèííàÿ òî÷êà (X/Z, Y/Z) ∈ E. Åñëè æå Z = 0,

òî X = 0 è ìû ïîëó÷àåì òî÷êó {(0, λY, 0)} ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ è ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êå O êðèâîé E. �

35.2 Äèñêðèìèíàíò

Âåëè÷èíà ∆(E) = 4a3 + 27b2 íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì êðèâîé E. Óñëîâèå ∆(E) 6= 0 â îïðåäåëåíèè

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé òðåáóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 35.1. Â ëþáîé àôôèííîé òî÷êå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ êàñàòåëü-

íóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x, y) = y2−x3−ax− b. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé àôôèííîé òî÷êå (x, y)

âûïîëíåíî ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé

∂F

∂x
(x, y) = −3x2 − a 6= 0,

∂F

∂y
(x, y) = 2y 6= 0.

Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, 3x2 + a = y = 0. Òîãäà è{
x3 + ax+ b = 0,

3x2 + a = 0.

Åñëè b = 0, òî x = a = 0 (óïð.) è ∆(E) = 0, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü b 6= 0. Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, äîìíîæåííîãî íà x, ïåðâîå è ïåðâîå, äîìíîæåííîå íà 3,

ïîëó÷àåì {
2x3 = b,

2ax+ 3b = 0,
⇒

{
2x3 = b,

(2ax)3 = −27b3,
⇒ 4a3 + 27b2 = 0,

ïðîòèâîðå÷èå. �

Çàìå÷àíèå 35.4. Äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà x3 + ax + b = (x − r1)(x − r2)(x − r3) îïðåäåëÿåòñÿ êàê (r1 −
r2)(r1 − r3)(r2 − r3) è ñîâïàäàåò ñ 16∆(E). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãëàäêîñòè êðèâîé E äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ìíîãî÷ëåí íå èìåë êðàòíûõ êîðíåé. �

35.3 Ñëîæåíèå òî÷åê

Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Íåâåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ y = λx+ β äàåò êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå (λx+

β)2 = x3 + ax + b, êîòîðîå èìååò 3 êîðíÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) â K̄. Âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ x = γ äàåò

êâàäðàòíîå óðàâíåíèå y2 = γ3 + aγ + b, êîòîðîå èìååò 2 êîðíÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O. Òîãäà:
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1) ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå àôôèííûå òî÷êè E ïåðåñåêàåò êðèâóþ â åäèíñòâåííîé

òðåòüåé òî÷êå;

2) â ëþáîé àôôèííîé òî÷êå E ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ è êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò E â åùå îäíîé

òî÷êå;

3) åñëè P = (x, y) ∈ E, òî è (x,−y) ëåæèò íà E. Ïðè ýòîì (x,−y) íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê P òî÷êîé è

îáîçíà÷àåòñÿ −P . Îáðàòíîé ê O áóäåì ñ÷èòàòü ñàìó òî÷êó O.

Äàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ââåñòè ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ òî÷åê E.

Îïðåäåëåíèå 35.3. Ñóììîé àôôèííûõ òî÷åê P = (x1, y1) è Q = (x2, y2) íàçûâàåòñÿ òî÷êà R = P + Q =

(x3, y3), îáðàòíàÿ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PQ ñ êðèâîé E (ñ÷èòàåì, ÷òî ïðÿìàÿ PP � ýòî êàñàòåëüíàÿ â

P ). �

P Q

R

P

R= P2

Ðèñ. 6: Ñëîæåíèå òî÷åê

Ðàñïðîñòðàíèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ íà áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó è óêàæåì ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ êî-

îðäèíàò ñóììû:

1. O + P = P .

2. P + (−P ) = O.

3. Ïóñòü P 6= ±Q, P,Q 6= O.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P è Q èìååò âèä:

y = λx+ β, λ =
y2 − y1

x2 − x1
, β = y1 − λx1.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ E ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

(λx+ β)2 − x3 − ax− b = 0 èëè − (x− x1)(x− x2)(x− x3) = 0.

Ïðèðàâíèâàÿ â îáîèõ óðàâíåíèÿõ êîýôôèöèåíòû ïðè x2 ïîëó÷àåì

λ2 = x1 + x2 + x3 ⇒ x3 = λ2 − x1 − x2.

Ïàðàìåòð λ ìîæíî òàêæå âûðàçèòü êàê

λ =
−y3 − y1

x3 − x1
.

Îòñþäà íàõîäèì y3 = λ(x1 − x3)− y1.

Îêîí÷àòåëüíî,

R = (x3, y3), x3 = λ2 − x1 − x2, y3 = λ(x1 − x3)− y1, λ =
y2 − y1

x2 − x1
.
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4. Ïóñòü Q = P 6= O, ò. å. R = 2P .

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé F (x, y) = 0 â òî÷êå (x1, y1) èìååò âèä:

(x− x1)
∂F

∂x

∣∣∣∣
(x,y)=(x1,y1)

+ (y − y1)
∂F

∂y

∣∣∣∣
(x,y)=(x1,y1)

= 0.

Åñëè ∂F
∂y

∣∣∣
(x,y)=(x1,y1)

= 0, òî êàñàòåëüíàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è 2P = O.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàñàòåëüíàÿ èìååò âèä y = λx+ β, ãäå

λ = − ∂F/∂x

∂F/∂y

∣∣∣∣
x=x1,y=y1

=
3x2

1 + a

2y1
.

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì, ïîëó÷àåì

R = (x3, y3), x3 = λ2 − 2x1, y3 = λ(x1 − x3)− y1, λ =
3x2

1 + a

2y1
.

Ïðèìåð 35.3. Ïóñòü E � êðèâàÿ íàä F7, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì y2 = x3 + 4x + 1. Òîãäà E(F7) =

{0, (0, 1), (0, 6), (4, 2), (4, 5)}. Äëÿ òî÷åê êðèâîé, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, âûïîëíÿåòñÿ:

(0, 1) + (4, 2) = (0, 6), (4, 2) + (4, 2) = (0, 1).

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû ñëîæåíèÿ òî÷åê ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ ïîëåé K, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ

îòëè÷íû îò 2 è 3. Äëÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèê 2, 3 èìåþòñÿ äðóãèå êàíîíè÷åñêèå ôîðìû çàïèñè êðèâûõ è

äåéñòâóþò äðóãèå ïðàâèëà ñëîæåíèÿ òî÷åê.

35.4 Ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Òåîðåìà 35.2 (Ïóàíêàðå). Ìíîæåñòâî òî÷åê êðèâîé E ñ ââåäåííîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëå-

âîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååòñÿ åäèíèöà O, îïðåäåëåí îáðàòíûé ýëåìåíò, î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí êîììóòà-

òèâíîñòè. Ïðîâåðêà çàêîíà àññîöèàòèâíîñòè

(P +Q) +R = P + (Q+R)

ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïðÿìûìè ðàñ÷åòàìè (îïóñêàåì ââèäó ãðîìîçäêîñòè). �

Ïóñòü K = Fq � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè charFq > 3. Ìíîæåñòâî E(Fq) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

ââåäåííîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, E(Fq) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ Fq óðàâíåíèå y2 = x3 +ax+b èìååò íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî y ∈ Fq. Ïîýòîìó

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|E(Fq)| 6 1 + 2q.

Ñóùåñòâóåò áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà 35.3 (Õàññå). |E(Fq)− (q + 1)| 6 2
√
q.

Çàìå÷àíèå 35.5. Òåîðåìà Õàññå ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé. Ïóñòü Nr = |E(Fqr)|. Ïîñòðîèì ðÿä

Z(E;T ) = exp

(∑
r>1

NrT
r

r

)
,

êîòîðûé â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé Nr 6 1 + 2qr ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî íà îòðåçêå |T | 6 T0 ïðè

ëþáîì T0 < 1/q è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Ôóíêöèÿ Z(E;T ) íàçûâàåòñÿ äçåòà-ôóíêöèåé êðèâîé E. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äçåòà-ôóíêöèÿ èìååò äîñòà-

òî÷íî ïðîñòîé âèä:

Z(E;T ) =
1− tT + qT 2

(1− T )(1− qT )
,

ãäå t îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì N1 = q + 1− t, à äèñêðèìèíàíò ÷èñëèòåëÿ 6 0. �
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Óïðàæíåíèå 35.1. Äîêàçàòü, ÷òî

|E(Fp)| = 1 + p+
∑
x∈Fp

(
x3 + ax+ b

p

)
.

35.5 Çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ÝÊ

Ïóñòü êðèâàÿ E îïðåäåëåíà íàä ïðîñòûì ïîëåì Fp. Ïóñòü P ∈ E(Fp), P 6= O. Ñóììó nP =

P + P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
n ðàç

, íàçîâåì n-êðàòíûì òî÷êè P . Íàïîìíèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî nP = O

íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì P â ãðóïïå E(Fp) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ordP . Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ordP | N = |E(Fp)|.
Êðîìå ýòîãî, åñëè nP = O, òî ordP | n.

Óïðàæíåíèå 35.2. Äîêàçàòü, ÷òî ordP = ord(−P ). �

Ïðèìåð 35.4 (ïîðÿäêè òî÷åê êðèâîé íàä F7). Âåðíåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó. Ïóñòü P = (4, 2). Òîãäà:

2P = (0, 1) = Q,

3P = (4, 2) + (0, 1) = (0, 6) = −Q,
4P = 2Q = (4, 5) = −P,

5P = O.

Îòñþäà ordP = 5 è E(F7) = 〈P 〉. �

Ïðèìåð 35.5 (ïîðÿäêè òî÷åê êðèâîé íàä F5). Ðàññìîòðèì êðèâóþ E : y2 = x3 +1 íàä ïîëåì F5. Áóäåì âûáèðàòü

x è ðåøàòü óðàâíåíèå E îòíîñèòåëüíî y:

x 0 1 2 3 4

x3 + 1 1 2 4 3 0

y ±1 − ±2 − 0

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû âñå òî÷êè E(F5):

O, P = (0, 1), −P, Q = (2, 2), −Q, R = (4, 0).

Âñåãî èìååòñÿ 6 = p+ 1 òî÷åê, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå òåîðåìû Õàññå.

Ïî ôîðìóëàì ñëîæåíèÿ íàéäåì óäâîåíííûå òî÷êè:

2P = 2(0, 1) = [v = 3 · 0/2 = 0] = (0− 0,−1) = −P,
2Q = 2(2, 2) = [v = 3 · 4/4 = 2 · 4 = 3] = (32 − 4,−2− 3(0− 2)) = −P,

2R = 2(4, 0) = O.

Îòñþäà: 3P = O ⇒ ordP = 3, 6Q = −3P = O ⇒ ordQ | 6, ordR = 2. Äîêàæåì, ÷òî ordQ = 6. Åäèíñòâåííîé

àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ ordQ = 3. Íî òîãäà 3Q = Q− P = O ⇒ Q = P , ïðîòèâîðå÷èå.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî E(F5) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà: E(F5) = {0, Q, 2Q, 3Q, 4Q, 5Q}, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ïðÿìîé ñóììû {O,R} ⊕ {O,P, 2P} äâóõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2 è 3. Èçâåñòíî (òåîðåìà Êàññåëüñà),

÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà E(Fq) ÿâëÿåòñÿ ëèáî öèêëè÷åñêîé, ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

ïîðÿäêîâ n1 è n2 òàêèõ, ÷òî n1 | n2, n1 | q − 1. �

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàòíîé òî÷êè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áèíàðíûìè ìåòîäàìè è âûïîëíèòü çà ïîëèíî-

ìèàëüíîå âðåìÿ.

Íàõîæäåíèå êðàòíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì àíàëîãîì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â ìóëüòèïëèêàòèâíûõ

ãðóïïàõ (íàïð., F∗p). Ïðè àääèòèâíîé çàïèñè ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ òðàíñôîðìèðóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 35.1 (ä.ë. íà ÝÊ). Âõîä: 〈E(Fp), P,Q〉, ãäå P ∈ E(Fp), Q ∈ 〈P 〉. Âûõîä: d ∈ {0, 1, . . . , ordP − 1}
òàêîå, ÷òî dP = Q.
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Ðàññìîòðèì èçâåñòíûå ïóòè ðåøåíèÿ çàäà÷è 〈E(Fp), P,Q〉. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ordP = q.

1. Èñïîëüçîâàòü ρ- è λ-àëãîðèìòîâ. Ñëîæíîñòü: O(
√
q).

2. Èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ïîëëèãà � Õåëëìàíà. Ñëîæíîñòü: O(
∑
αi
√
qi), q =

∏
qαii , qi � ïðîñòûå.

3. Åñëè N = |E(Fp)| = p (êðèâàÿ � àíîìàëüíà), òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ñåìàåâà.

Ñóòü ìåòîäà: ñòðîèòñÿ èçîìîðôèçì ϕ : E(Fp)→ 〈Fp,+〉. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ dϕ(P ) ≡
ϕ(Q) (mod p) (ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà!).

4. Åñëè N | pm − 1, m � íåâåëèêî, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìåíåçåñà � Îêàìîòî � Âàíñòîóíà

(MOV-àòàêà).

Ñóòü ìåòîäà: ñòðîèòñÿ èçîìîðôèçì ψ : E(Fp) → F∗pm . Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ψ(P )d =

ϕ(Q) â ïîëå F∗pm (ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû ä.ë.!).

5. Äëÿ êðèâûõ îáùåãî âèäà ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå (îò log p) àëãîðèòìû ä.ë. íåèçâåñòíû!

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê ÝÊ äàåò âûèãðûø â ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðà p

ìåíüøåé äëèíû (÷åì â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãðóïïû F∗p).
Êðèòåðèè âûáîðà ïàðàìåòðîâ ÝÊ:

1. 4a3 + 27b2 6= 0 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ.

2. q � ïðîñòîå (ïðîòèâ ìåòîäà Ïîëëèãà � Õåëëìàíà).

3. q 6= p (ïðîòèâ ìåòîäà Ñåìàåâà).

4. q 6 | pm − 1, m = 1, . . . , 20− 50 (ïðîòèâ MOV-àòàêè).

Óïðàæíåíèå 35.3. Â ÑÒÁ 34.101.45 ê ÝÊ ïðåäúÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà: 22l−1 < p, q < 22l;

p ≡ 3 (mod 4); b � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p. Ïðè l = 2 íàéòè ïîäõîäÿùóþ êðèâóþ ñ a = −3 è

ìèíèìàëüíûì b. �

Çàìå÷àíèå 35.6. Ïóñòü |E(Fp)| = p + 1 − t, ãäå |t| 6 2
√
p ïî òåîðåìå Õàññå (ïàðàìåòð t íàçûâàþò ñëåäîì

Ôðîáåíèóñà). Ïóñòü s2 � ìàêñèìàëüíûé êâàäðàò, êîòîðûé äåëèò t2−4p. CM -äèñêðèìèíàíòîì E íàçûâàåòñÿ

÷èñëî

D =

{
(t2 − 4p)/s2, (t2 − 4p)/s2 ≡ 1 (mod 4),

4(t2 − 4p)/s2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

ÅñëèD ìàë, òî ρ-ìåòîä ìîæíî óñêîðèòü. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî òðåáóþò, ÷òî äèñêðèìèíàíòD áûë áîëüøèì

(D > 2100 â ñèñòåìå êðèòåðèåâ safecurves.cr.yp.to). �
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