
41 Ðàçäåëèòü ïîäñòàíîâêó

Çàäà÷à. Òðåíò âûïîëíÿåò øèôðîâàíèå ñëîâ â àëôàâèòå A = {0, 1, . . . ,m−1},m� íå÷åòíîå,

ñ ïîìîùüþ ñåêðåòíîé ïîäñòàíîâêè f : ñèìâîë îòêðûòîãî òåêñòà x ïðè øèôðîâàíèè ìåíÿåòñÿ

íà ñèìâîë øèôðòåêñòà f(x). Òðåíò õî÷åò ðàçäåëèòü ïîäñòàíîâêó f ìåæäó Àëèñîé è Áîáîì.

Äëÿ ýòîãî Òðåíò íàõîäèò ïîäñòàíîâêè f1 è f2, òàêæå äåéñòâóþùèå íà A, òàêèå, ÷òî

f(x) = (f1(x) + f2(x)) mod m.

Ïîäñòàíîâêó f1 Òðåíò ïåðåäàåò Àëèñå, à ïîäñòàíîâêó f2 � Áîáó. Ïîìîãèòå Òðåíòó âûïîë-

íèòü ðàçäåëåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ÷åòíîì m ðàçäåëåíèå íåâîçìîæíî.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå x 7→ ax mod m ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà A òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ÷èñëà a è m âçàèìíî ïðîñòû. Áèåêòèâíû, â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèÿ g(x) = x,

g1(x) = 2x mod m, g2(x) = (m− 1)x mod m. Äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ

g(x) = (g1(x) + g2(x)) mod m.

Ïåðåéòè îò g ê f ìîæíî öåïî÷êîé èíâåðñèé. Ïðèìåíÿÿ òå æå èíâåðñèè ê g1 è g2, ïîëó÷àåì

ïîäñòàíîâêè f1 è f2, êîòîðûå äàþò èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Åñëè f(x) = (f1(x) + f2(x)) mod m, òî∑
x =

∑
f(x) ≡

∑
f1(x) +

∑
f2(x) = 2

∑
x (mod m)

(ñóììèðîâàíèå ïî x ∈ A). Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ñóììà ýëåìåíòîâ A êðàòíà m, ÷òî íå

òàê ïðè ÷åòíîì m.


